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Равновесия по Нэшу
Унтер-офицерша налгала вам, будто бы я ее высек; она врет, ей-Богу врет. Она сама себя высекла.

Н.В. Гоголь
Игра в нормальной форме

Определение. Игрой n лиц в нормальной форме называется набор <N,U1,…,Un,g1,…,gn>, где N={1,…,n} ​– множество, содержащее n элементов, U1,…,Un  – произвольные множества,  g1,…,gn – функции, каждая из которых отображает произведение U1(…(Un в множество действительных чисел 
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Числа i(N интерпретируются как номера игроков, множество Ui представляет собой множество управлений игрока i, а функция gi – его критерий.
Нормальная форма подразумевает, что, выбирая свое управление, каждый игрок не имеет никакой информации о выборах своих партнеров по игре.
Набор u=(u1,…,un) управлений всех игроков будем называть ситуацией в рассматриваемой игре. Множество всех ситуаций U1(…(Un будем обозначать буквой U без индекса.

Если не оговорено противное, то термин «стратегия» будет использоваться как полный синоним термина «управление», а термин «исход» – как синоним термина «ситуация».
Каждой антагонистической игре <U,V,g> можно естественным образом сопоставить игру двух лиц общего вида <{1,2},U,V,g,–g>.

Практически все результаты, полученные для антагонистических игр, с очевидными изменениями переносятся на класс игр с постоянной суммой, то есть таких игр двух лиц <{1,2},U1,U2,g1,g2>, у которых сумма g1(u1,u2)+g2(u1,u2) не зависит от (u1,u2).
То же относится и к более широкому классу квазиантагонистических игр двух лиц, то есть таких игр, для которых каждая точка (u1,u2)(U1(U2 является эффективной.
Определение равновесия
К сожалению, на практике часто приходится сталкиваться с выбором неэффективных решений. Возьмем к примеру Первую мировую войну. Что в ней выиграли конкурирующие стороны? Германия уступила Франции Эльзас и Лотарингию и выплатила странам Антанты репарации. Что мешало ей сделать это до начала военных действий? Ведь при этом каждая из сторон сохранила бы миллионы жизней и огромные материальные ресурсы. Чтобы понять это рассмотрим более простую модельную ситуацию.
Пусть имеется две фирмы по производству жевательной резинки, и весь рынок этого товара приносит 6 условных единиц дохода. Пусть у каждой из фирм имеется возможность потратить на рекламную компанию либо 1, либо две условных единицы, и при этом доходы делятся пропорционально затраченным средствам. Если целью компаний является получение прибыли, то ситуация описывается биматричной игрой 
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 (здесь первый игрок выбирает строку, второй – столбец, на пересечении выбранных строки и столбца стоят выигрыши игроков в естественном порядке).

Если обе фирмы ведут агрессивную рекламную политику, то каждая из них получает выигрыш равный 4, и при этом ни одной из них не выгодно менять свое решение при неизменном выборе конкурента, поскольку это ведет к сокращению собственной прибыли (и увеличению прибыли другой фирмы). Но есть другое решение, позволяющую обеим фирмам получить выигрыш, равный 5. Что же мешает им договориться и получить большие результаты? Если такая договоренность достигнута, то первая фирма, нарушив ее, сумеет увеличить свой выигрыш, от чего вторая фирма существенно потеряет. Опасаясь такого обмана, она, скорее всего выберет агрессивную политику, что вновь приведет к выигрышам, равным 4.
Таким образом, на практике часто реализуются исходы устойчивые в том смысле, что отклонение от них в одиночку не выгодны ни одной из сторон конфликта. Формализуем это соображение.

Введем удобное обозначение. Пусть u=(u1,…,un) – ситуация, а vi(Ui – управление i-го игрока. Символом (u((vi) будем обозначать такую ситуацию w=(w1,…,wn), что 
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Определение. Ситуация называется ситуацией равновесия по Нэшу в игре <N,U1,…,Un,g1,…,gn>, если для любого i(N и любого vi(Ui выполняется неравенство gi(u((vi)(gi(u).
Если подходить к задачам исследования операций с нормативных позиций, то всякое решение, предлагаемое теорией должно быть равновесным по Нэшу. В самом деле, пусть это не так. Тогда найдется такой игрок, который может увеличить свой выигрыш по сравнению с предлагаемым теорией, если все его партнеры будут следовать предписаниям теории, а он сам отклонится от них. Если этот игрок достаточно разумен
, он так и сделает, что, вероятно, приведет к ущербу для остальных. Вряд ли в такой ситуации игроки, следовавшие предписаниям теории, оценят ее слишком высоко.
Примерно то же происходит на предиктивном уровне. Предположим, несколько игроков стоят перед каким-то выбором, и некий Эксперт предложил прогноз результатов такого выбора. Если этот прогноз соответствует равновесию по Нэшу, то он вероятнее всего сбудется. В самом деле, каждый из игроков может рассуждать так: «Наверное, мои партнеры будут действовать согласно предсказаниям эксперта. Тогда мое решение очевидно. Мне нужно выбирать стратегию, максимизирующую мой собственный критерий».  Если все будут рассуждать примерно так, то прогноз реализуется. А вот если эксперт предложит решение не являющееся равновесием, а игроки отнесутся к нему с доверием, то прогноз заведомо не реализуется.
В случае, когда n=1, то есть игра является, по сути, задачей оптимизации множество всех равновесий по Нэшу совпадает с множеством всех точек максимума единственного критерия. В случае, когда n=2 и g1(u1,u2)=–g2(u1,u2), то есть когда игра является антагонистической, ситуации равновесия по Нэшу и только они являются седловыми точками. Таким образом, принцип равновесия по Нэшу удовлетворяет хотя бы минимальным требованиям, которым должен удовлетворять всякий «разумный» принцип оптимальности.

Любопытно отметить, что ситуации равновесия можно определить по аналогии с эффективными точками.

Определение. Будем говорить, что стратегия u(U слабо доминирует стратегию v(U, а соответствующий вектор выигрышей (g1(u),…,gm(u)) слабо доминирует вектор (g1(v),…,gm(v)), если существует i, для которого выполняется строгое неравенство gi(u)>gi(v).
Определение. Стратегия u(U, и соответствующий вектор выигрышей (g1(u),…,gm(u)) называются сильно эффективными, если не существует стратегии v(U, которая слабо доминировала бы стратегию u.

Поставим в соответствие игре  в нормальной форме <N,U1,…,Un,g1,…,gn> многокритериальную задачу 
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, где функции hi (i=1,…,n) определены условиями 
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Лемма. Ситуация u является ситуацией равновесия по Нэшу в игре <N,U1,…,Un,g1,…,gn> тогда и только тогда, когда она является сильно эффективной в многокритериальной задаче 
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Доказательство непосредственно следует из определений.
Простейшие свойства

Сформулируем еще одно требование такого рода.
Определение. Исход u0 называется индивидуально рациональным, если для любого i(N выполняется неравенство 
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Вряд ли даже самая авторитетная теория может заставить игрока согласиться на выигрыш меньший, чем он может гарантировать себе независимо от действий партнеров.

Лемма. Всякая ситуация равновесия по Нэшу является индивидуально рациональным исходом.

Доказательство. Из определения равновесия следует, что для любого i выполняется неравенство 
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 и уж тем более справедливо неравенство 
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. Последнее неравенство даже сильнее, чем нужно для доказательства леммы.
Лемма. Пусть u0 – ситуация равновесия. Тогда для любого i(N верхняя грань 
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Доказательство. Так как неравенство gi(u0((vi)(gi(u0) выполняется для всех vi(Ui, число gi(u0) является одной из верхних граней значений функции f(vi)=gi(u0((vi), а потому 
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 – одна из точек максимума функции f(vi), что и доказывает лемму.
Лемма. В игре n лиц существует ситуация равновесия тогда и только тогда, когда 
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Доказательство. Пусть в игре существует ситуация равновесия u0. В силу предыдущей леммы для любого i(N имеет место равенство 
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Но в силу определения точной верхней грани, для любой ситуации u(U и любого i(N выполняются неравенства 
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. Значит 0 – одна из нижних граней функции, стоящей в левой части последнего неравенства, а потому 
[image: image21.wmf]1

infmaxsup()()0

ii

iii

uU

in

vU

guvgu

Î

££

Î

éù

-³

ëû

. Сравнивая это неравенство с равенством, полученным в последнем абзаце, убеждаемся, что нижняя грань 
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 достигается в точке u0, и имеет место равенство 
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Обратно, пусть это равенство выполнено, и минимум в нем достигается в точке u0. Тогда 
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, а, значит, для всех i(N и vi(Ui выполняется условие gi(u0((vi)(gi(u0) и, следовательно, u0 – ситуация равновесия.
Лемма. В игре n лиц существует ситуация равновесия тогда и только тогда, когда 
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Доказательство немедленно следует из предыдущей леммы и очевидного равенства 
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Лемма. В игре n лиц существует ситуация равновесия тогда и только тогда, когда 
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Доказательство. Фиксируем произвольное u(U и рассмотрим функцию 
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. В точке v=u значение этой функции равно нулю, поэтому 
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. Поскольку это неравенство выполняется для любого u(U, имеем 
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Если u0 – ситуация равновесия по Нэшу, то каждое слагаемое в сумме 
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 не положительно, значит для любого v(U имеет место неравенство 
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. Сравнивая с неравенством из предыдущего абзаца, приходим к выводу, что u0 есть точка минимума функции 
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 и имеет место равенство 
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Обратно, пусть выполняется это равенство, и минимум в нем достигается в точке u0. Тогда 
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. Но каждое слагаемое в этой сумме зависит только от «своего» vi, поэтому 
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. Любое слагаемое в левой части последнего равенства неотрицательно, а вся сумма равна нулю, значит и все слагаемые равны нулю, а это означает, что u0 – ситуация равновесия.
Лемма. Если множества управлений игроков компактны, а функции выигрыша непрерывны, то множество всех ситуаций равновесия по Нэшу компактно.

Доказательство. Рассмотрим функции 
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i

hU

®

¡

, определенные условием 
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. Эти функции непрерывны, поэтому множества Wi решений уравнений hi(u)=0 замкнуты. Но тогда замкнуто и пересечение множеств Wi, которое совпадает с множеством ситуаций равновесия по Нэшу. Остается воспользоваться компактностью множества U и тем, что замкнутое подмножество компактного пространства компактно.
Выпуклые игры

Определение. Игра называется выпуклой, если множества управлений всех игроков представляют собой выпуклые компактные множества конечномерных евклидовых пространств, и для любого i функция выигрыша i-го игрока gi вогнута по ui при фиксированных управлениях остальных игроков.

Теорема. В выпуклой игре существуют ситуации равновесия по Нэшу

Доказательство. Для доказательства теоремы с минимальными изменениями проходят рассуждения из приведенного выше доказательства теоремы Какутани о существовании седловой точки в выпуклой игре. Чтобы не повторяться, приведем другое доказательство, основанное на одной из доказанных выше лемм.
Сначала докажем теорему для частного случая, когда любого i функция выигрыша i-го игрока gi строго вогнута по ui при фиксированных управлениях остальных игроков.

Рассмотрим функцию 
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, определенную условием 
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. Непосредственно проверяется, что она непрерывна и строго вогнута по v при любом фиксированном u. Поэтому при любом фиксированном u максимум 
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 достигается в единственной точке, то есть корректно определена функция f:U(U такая, что 
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. График этой функции замкнут, так как функция ( непрерывна. Следовательно, по теореме о замкнутом графике непрерывна функция f.
По теореме Брауэра функция f имеет неподвижную точку, то есть существует такая точка u0, что 
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С другой стороны из равенства 
[image: image47.wmf]11

max()()max()()

nn

iiiiii

vUvU

ii

guvguguvgu

ÎÎ

==

éùéù

-=-

ëûëû

åå

 следует, что 
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Поэтому 
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, а значит в рассматриваемой игре существует ситуация равновесия по Нэшу. Для ключевого частного случая теорема доказана.
Рассмотрим теперь произвольную выпуклую игру Г=<N,U1,…,Un,g1,…,gn>. Зададим произвольным образом непрерывные строго вогнутые функции 
[image: image50.wmf]:
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 (годятся, например, функции 
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). Фиксируем любую сходящуюся к нулю последовательность положительных чисел ((1), ((2),…,((n)… Рассмотрим последовательность игр Г1, Г2,…, где 
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 для i=1,…,n. В каждой из этих игр критерий i-го игрока gi(u)+((t)hi(vn) представляет собой строго вогнутую функцию vi при фиксированных управлениях остальных игроков. Значит, как только что доказано, в каждой из этих игр существует ситуация равновесия. Пусть ut – любая ситуация равновесия в игре Гt. В силу компактности множества U из последовательности u1,u2,… можно выбрать сходящуюся подпоследовательность. Покажем, что ее предел является ситуацией равновесия в исходной игре Г.
Не ограничивая общности, можем считать, что сама последовательность u1,u2,… сходится к точке u0. По определению равновесия для любого i и любого vi из Ui выполняются неравенства gi(ut((vi)(gi(ut). Пользуясь непрерывностью функции gi, можем перейти в этих неравенствах к пределу. Получим неравенства gi(u0((vi)(gi(u0), справедливые для любого i и любого vi из Ui. Это и означает, что u0 – ситуация равновесия. Теорема доказана.
Примеры

Как и седловые точки, ситуации равновесия по Нэшу в конкретных играх могут отсутствовать. 
Пример. Равновесие по Нэшу отсутствует в игре «орел–решка», которую можно задать с помощью таблицы 
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 (здесь первый игрок выбирает строку, второй – столбец, на пересечении выбранных строки и столбца стоят выигрыши игроков в естественном порядке). 
Этот пример нетрудно модифицировать, сделав игру неантагонистической. Если мы «немного» изменим выигрыши игроков, то получим игру, которая также не имеет ситуаций равновесия: 
[image: image55.wmf](1.1,0.9)(0.9,1.1)

(0.9,1.1)(1.1,0.9)

--

æö

ç÷

--

èø

. А теперь линейным преобразованием выигрышей приведем игру к более «приятному виду» 
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. В ней также нет ситуаций равновесия.
Пример: Семейный спор. Рассмотрим игру 
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В этой игре существует две ситуации равновесия по Нэшу, выигрыши в которых равны соответственно (2,1) и (1,2). Очевидно, что одна из них предпочтительнее для первого игрока, а другая – для второго. Таким образом, в данной игре может иметь место борьба за выбор конкретной ситуации равновесия.

Тот же пример показывает, что хотя все стратегии первого игрока являются «равновесными», и все стратегии второго игрока тоже, их объединение в один исход может не быть ситуацией равновесия (например, не является равновесной ситуация, в которой первый игрок выбирает вторую строку, а второй – первый столбец). Это говорит о том, что выбор ситуации равновесия не может, вообще говоря, быть результатом изолированных действий игроков. Этим ситуации равновесия по Нэшу невыгодно отличаются от седловых точек.

Пример: Дилемма заключенного. Рассмотрим игру 
[image: image58.wmf](1,1)(3,0)
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В этой игре существует единственная ситуация равновесия по Нэшу, выигрыши в которой равны (1,1). В то же время, существует неравновесная ситуация, которая предпочтительнее ситуации равновесия для обоих игроков.
Пример (Дж. Нэш). Пусть в евклидовом пространстве 
[image: image59.wmf]n
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 заданы точка w и компактное множество V. Рассмотрим следующую игру n лиц. Каждый из игроков выбирает число ui. Если получившийся вектор u=(u1,…,un) принадлежит множеству V, то игроки получают выигрыши ui соответственно. В противном случае игроки получают выигрыши wi.

Определим множество 
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. Если пересечение 
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 пусто, то в данной игре существует единственная ситуация равновесия w. Если это пересечение не пусто, то равновесием по Нэшу является любая эффективная точка множества 
[image: image62.wmf]VW
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Таким образом, в данной игре каждое равновесие по Нэшу является эффективным. Впрочем, это скорее исключение, чем правило.

Пример. Пусть заданы убывающие непрерывные функции f и h, отображающие 
[image: image63.wmf]¡

 в 
[image: image64.wmf]¡

. Рассмотрим следующую игру n лиц. Множество управлений любого игрока есть {0,1}, а функции выигрыша определяются условием 
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 Будем считать, что f(0)>h(n) и h(0)>f(n).

При сделанных предположениях уравнение f(x)=h(n+1–x) имеет единственное решение. Пусть k – наибольшее целое число, не превосходящее x. Равновесиями по Нэшу в указанной игре являются те и только те ситуации, для которых 
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. Проверяется это непосредственно с помощью определения.
Нащупывание по Курно

В ином случае много ума хуже, чем бы его совсем не было.

Н.В. Гоголь
Антуан Курно (1801–1877).
Определение. Пусть задана игра Г=<N,U1,…,Un,g1,…,gn>. Последовательность ситуаций u1,u2,… (ui(U) назовем последовательностью Курно, если для всех i и для всех t выполняются условия 
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Теорема. Пусть в игре Г=<N,U1,…,Un,g1,…,gn> функции g1,…,gn непрерывны, а некоторая последовательность Курно u1,u2,… сходится к точке u0. Тогда u0 – ситуация равновесия по Нэшу.

Доказательство. По определению стратегии 
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 для любой точки vi(Ui выполняется неравенство 
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. Пользуясь непрерывностью, перейдем в этом неравенстве к пределу. Получим неравенство 
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, следовательно 
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 для любого i и любой точки vi(Ui. Значит u0 – ситуация равновесия.
Во многих экономических моделях равновесие по Нэшу возникает как результат подобных процедур недальновидного «нащупывания».
Заметим, что для того, чтобы реализовать процедуру нащупывания по Курно, не нужно предполагать, что игроки знают функции выигрыша и возможности партнеров. Во многих ситуациях это оказывается существенным.

Олигополия Курно
Пусть n фирм производят однородный продукт. Затраты i-ой фирмы на производство единицы продукции не зависят от масштаба производства и равны ci. Управлением фирмы является объем выпуска ui (по своему смыслу эти величины неотрицательны). Целью фирмы является максимизация прибыли gi(u)=p(u)ui–ciui. Будем считать, что рыночная цена продукции линейно убывает с ростом суммарного предложения:
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, где a и b – некоторые положительные константы. Не ограничивая общности, можем считать, что фирмы упорядочены так, что c1(c2(…(cn.

Найдем ситуации равновесия по Нэшу в соответствующей игре. При фиксированных управлениях остальных игроков, зависимость прибыли i-го игрока от его управления описывается квадратичной функцией с отрицательным старшим коэффициентом. Максимум такой функции достигается либо в единственной критической точке, если она лежит в неотрицательной области, либо в точке ui=0, но тогда производная этой функции в нуле должна быть не положительна. Таким образом, для поиска ситуации равновесия получаем систему
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Решая эту систему, найдем равновесные стратегии 
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, где k определяется как наименьшее число, для которого 
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 (для остальных i управления ui=0).
Равновесная цена составит 
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. Любопытно отметить, что если на рынок придет новая фирма, удельные затраты которой больше p0, эта равновесная цена не изменится. Если на рынок придет новая фирма, удельные затраты которой меньше p0, то равновесная цена уменьшится. А вот если удельные затраты одной из существующих фирм немного снизятся, то равновесная цена снизится.
Прибыль i-ой фирмы в ситуации равновесия составит 
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. Разумеется, она тем больше, чем меньше собственные издержки фирмы.

Проверим, является ли ситуация равновесия эффективным решением. Для этого рассмотрим функции fi(x)=gi(xu0). Производная такой функции 
[image: image79.wmf]00

1

()(2)

i

n

jii

j

df

xabxucu

dx

=

=--

å

 в точке x=1 равна 
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. С учетом того, что u0 – ситуация равновесия, получим 
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 для тех i, для которых 
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. Это означает, что при пропорциональном сокращении выпуска, прибыли тех фирм, которые реально участвуют в производстве увеличиваются, по крайней мере если это сокращение не слишком радикально. Значит, равновесие по Нэшу не является эффективным. Содержательно это отражает тот факт, что при достижении картельного соглашения, прибыли фирм увеличиваются за счет сокращения выпуска и увеличения за счет этого рыночных цен.
Посмотрим, как в этой модели работает процедура нащупывания по Курно. Начнем со случая двух фирм. Для простоты формул ограничимся рассмотрением случая, когда удельные затраты обеих фирм достаточно малы, а начальная точка находится вблизи положения равновесия, так что начальная цена меньше удельных затрат всех фирм.

Тогда последовательность Курно будет определяться уравнениями
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или
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Нетрудно видеть, что такая последовательность сходится, причем со скоростью геометрической прогрессии.

В общем случае для последовательности Курно получим условия
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Откуда ясно, что при больших n рынок неизбежно «пойдет вразнос». Это обусловлено тем, что при такой зависимости цены от спроса, реакция производителей на перекосы рынка оказывается слишком резкой. Впрочем, и такие явления наблюдаются на практике.
· Асимптотика при числе игроков стремящихся к бесконечности
Модель формирования спрэда
Данная модель создавалась в декабре 1996 года в связи с изменениями в регламенте проведения вторичных торгов государственными краткосрочными облигациями.
Остановимся на этом регламенте. Все участники торгов были разделены на две категории
: 30 первичных дилеров (далее просто дилеры) и всех прочих (в дальнейшем для краткости будем именовать их брокерами). Каждый рабочий день торги длятся два часа. В любой момент торговой сессии каждый участник торгов имеет право ввести в торговую систему заявку на покупку или продажу облигаций с указанием цены и количества облигаций, которые он желает купить или продать. Дальнейшую судьбу заявки проследим на примере заявки на покупку (заявки на продажу обрабатываются симметричным образом). При поступлении с торговую систему заявки на покупку с щенной p и количеством бумаг x, среди уже введенных в систему заявок на продажу ищется заявка с наименьшей ценой q (если таких несколько, выбирается та, которая была введена в систему раньше). Пусть количество облигаций в ней равно y. Если цена q(p совершается сделка по цене q на продажу min{x,y} облигаций. Если x(y, то количество облигаций в заявке (q,y) уменьшается на x и на этом все заканчивается. В противном случае остаток заявки (p,x), то есть заявка с параметрами (p,x–y) обрабатывается аналогичным образом, и так происходит до тех пор, пока среди уже введенных в систему заявок на продажу не останется заявок с ценой, не превышающей p. Дальнейшая судьба только что введенной заявки зависит от статуса введшего ее участника торгов. Если это дилер, то ее остаток фиксируется в торговой системе и в дальнейшем принимает участие в обработке вновь введенных заявок на продажу. Если же заявку вводил брокер, то она «стирается» и дальнейшего влияния на ход торгов не оказывает. Все заявки дилеров, стоящие в очереди отражаются на мониторах всех участников торгов. Дилер в любой момент может снять заявку или часть заявки, ранее введенной в систему, если она еще не приняла участия в какой-то сделке. За каждую совершенную сделку оба ее участника платят комиссионные в размере 0.001 от ее суммы.
Таким образом, состояние торговой системы описывается множеством троек вида (q,y,t) где q –цена заявки, y – количество облигаций (знак можно использовать для указания «направления» заявки) и t – время ее ввода в систему. Такое подробное описание для наших целей избыточно, поэтому агрегируем его.

Пусть в какой-то момент времени совершается сделка по покупке брокером облигаций в количестве x штук. Среднюю цену этой сделки
 естественно считать мгновенной котировкой на продажу P(t). Аналогично определяется мгновенная котировка на покупку Q(t). По правилам проведения торгов в любой момент времени P(t)>Q(t). Далее сделаем предположение.
Гипотеза 1. Все время торговой сессии можно разбить на такие интервалы, что, во-первых, каждый отрезок достаточно велик и на нем совершается много сделок, а во вторых, каждый отрезок достаточно мал, и поэтому котировки на нем можно считать неизменными.

При этом условии можно говорить о потоках заявок брокеров на покупку b(t) и продажу s(t), так что за интервал времени [t,(] брокера покупают облигации в количестве 
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Будем считать, что выполняется

Гипотеза 2. Поток заявок на покупку растет с уменьшением P(t) и равен нулю при достаточно высокой цене P(t), а поток заявок на продажу растер с ростом Q(t). Кроме того, эти зависимости непрерывны.
Предположим, что интересы дилеров описываются следующим образом.
Гипотеза 3. В данный день дилеры не занимаются переформированием собственных портфелей, а стремятся получить спекулятивную прибыль за счет разницы цен покупки и продажи (за вычетом комиссионных).

Таким образом, имеем игру 30 дилеров. Стратегиями каждого дилера в ней являются функции, которые каждому моменту времени ставят в соответствие те его заявки, которые находятся в системе.
Предположим еще, что выполняется следующая

Гипотеза 4. В каждый момент времени дилеры имеют достаточный портфель облигаций и запас свободных денег, чтобы полностью удовлетворить заявки брокеров на покупку и продажу соответственно.

Непосредственно из определения следует, что в игре имеется по существу единственная ситуация равновесия по Нэшу, характеризующаяся следующими свойствами:

1. В любой момент времени
 поток заявок на покупку равен потоку заявок на продажу (в штуках облигаций).
2. В любой момент времени разница P(t)–Q(t) равна удвоенным комиссионным 
[image: image88.wmf]()()
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3. Все заявки на продажу, находящиеся в момент времени t выставлены по одной цене P(t).

При этом, в частности, суммарная прибыль дилеров от спекулятивных сделок равна нулю. Легко понять, что ситуация равновесия в этой игре не является эффективной, что в частности будет видно из дальнейшего.
Обсудим сделанные предположения.

На момент построения модели рынок характеризовался следующими параметрами. За торговую сессию совершалось около 200 сделок, а цена за то же время менялась примерно на 2%. Следовательно, цена менялась на 0,1% за пять минут, а за это время происходит порядка 10 сделок. Таким образом, гипотеза 1 выполняется вполне удовлетворительно.

Гипотеза 2 вполне естественна, и может не выполняться только, когда брокеры чем-то напуганы и ведут себя панически. Это случается не так уж часто.

Гипотеза 3, конечно же, мало соответствует действительности. Стремление дилеров переформировать собственные портфели можно было бы учесть, но для этого пришлось бы рассматривать гораздо более сложную модель, учитывающую, в частности, одновременное обращение облигаций разных выпусков. Это увело бы нас слишком далеко от основной цели исследования: поиска равновесного спрэда. Можно показать, что эта гипотеза не влияет на окончательные выводы.

Гипотеза 4 безусловно выполнялась в отношении портфеля бумаг, поскольку дилеры владели более, чем половиной из них. В отношении денег она также безоговорочно выполняется, если иметь в виду суммарный капитал дилеров. Если говорить о суммах, зарезервированных дилерами на данную торговую сессию, то могут возникнуть некоторые сомнения. Однако на практике рынок никогда не отклонялся от равновесия  настолько далеко, чтобы дисбаланс заявок брокеров на покупку и продажу превысил зарезервированные всеми дилерами средства. А в ситуации равновесия эта гипотеза выполняется безусловно!

Обсудим прогностическую ценность построенной модели.

На момент ее построения характерный дневной оборот составлял 4 трлн рублей. Дилеры контролировали примерно 60% рынка. Поэтому можно предположить, что на долю брокеров приходилось около 40% объема сделок. Характерный спрэд P(t)–Q(t) составлял примерно 0,5% текущей цены. Таким образом, ежедневная спекулятивная прибыль дилеров составляла 2 млрд рублей
.
К моменту опубликования модели в марте 1997 г. Рынок нащупал равновесие, и характерный спрэд стал равен удвоенным комиссионным в соответствии с предсказаниями теории. В дальнейшем существенных отклонений спрэда от равновесного значения не наблюдалось.
Кстати, за те 4–5 месяцев, пока рынок был неравновесным, дилер, владеющий рассматриваемой моделью, мог бы перераспределить значительную часть совокупной спекулятивной прибыли в свою пользу. Любопытно отметить факт, имеющий общее значение: к моменту когда предсказания теории реализовались, она стала бесполезной для дилеров, так как возможностей получения спекулятивной прибыли у них не стало.
· Натуральное хозяйство и денежные налоги (Мельников-Печерский) – существование равновесия из теоремы Тарского
Задачи

4. Пусть  fi – монотонно не убывающие функции из 
[image: image89.wmf]¡

 в 
[image: image90.wmf]¡

. Докажите, что множество ситуаций равновесия по Нэшу в игре <N,U1,…,Un,g1,…,gn> содержится в множестве ситуаций равновесия в игре <N,U1,…,Un,f1
[image: image91.wmf]o

g1,…,fn
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gn>.

5. Пусть  fi – монотонно возрастающие функции из 
[image: image93.wmf]¡

 в 
[image: image94.wmf]¡

. Докажите, что множество ситуаций равновесия по Нэшу в игре <N,U1,…,Un,g1,…,gn> совпадает с множеством ситуаций равновесия в игре <N,U1,…,Un,f1
[image: image95.wmf]o

g1,…,fn
[image: image96.wmf]o

gn>.

6. Пусть <{1,2},U1,U2,g1,g2> – квазиантагонистическая игра двух лиц. Докажите, что существует такая возрастающая функция f, что f
[image: image97.wmf]o

g2=–g1.

7. Пусть hi:U(
[image: image98.wmf]¡

 такие функции, что hi(u)=hi(u((vi) для всех u(U и всех vi(Ui. Докажите, что множество ситуаций равновесия в игре <N,U1,…,Un,g1+h1,…,gn+hn> совпадает с множеством ситуаций равновесия в тигре <N,U1,…,Un,g1,…,gn>.
8. Докажите, что если множества управлений всех игроков компактны, а функции выигрыша непрерывны, то множество индивидуально рациональных исходов не пусто.

9. Верно ли, что при тех же условиях будет непустым множество ситуаций, в которых неравенства 
[image: image99.wmf]00
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 выполняются для всех i.

10. Пусть задана игра n лиц в нормальной форме. Рассмотрим вспомогательную антагонистическую игру, в которой 
[image: image100.wmf]1
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. Докажите, что существования седловой точки в антагонистической игре достаточно для существования ситуации равновесия в исходной игре.

11. Верно ли обратное утверждение?
12. Является ли множество ситуаций равновесия в выпуклой игре выпуклым?

***

13. Говорят, что функция 
[image: image101.wmf]:
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 является потенциалом в игре <N,U1,…,Un,g1,…,gn>, если для любого u(U, любого i=1,…,n и любого vi(Ui выполняется неравенство (gi(u)–gi(u((vi)) (((u)–((u((vi))≥0. Докажите, что если в игре <N,U1,…,Un,g1,…,gn> существует потенциал, то в ней существует и ситуация равновесия по Нэщу.

14. Пусть в игре <N,U1,…,Un,g1,…,gn> функции выигрыша gi имеют вид gi(u)=F(u)+fi(ui), где 
[image: image102.wmf]:
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 – непрерывные функции. Докажите, что в такой игре существует ситуация равновесия.

15. Рассмотрим две игры <N,U1,…,Un,g1,…,gn> и <N,U1,…,Un,h1,…,hn>, где 
[image: image104.wmf]111
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. Докажите, что множества ситуаций равновесия по Нэшу в этих играх совпадают.
***

16. Рассмотрим следующую игру. Три игрока выбирают одного из кандидатов по правилу большинства голосов. Кандидат Панаев для всех игроков предпочтительнее кандидата Скабичевского. Найдите все ситуации равновесия по Нэшу в данной игре.

17. Найти множество ситуаций равновесия в биматричной игре 
[image: image105.wmf](3,1)(8,3)(1,4)

(4,2)(0,1)(2,8)

(1,2)(2,3)(3,0)

-

æö

ç÷

ç÷

ç÷

èø

.

18. Найти множество ситуаций равновесия в биматричной игре, в которой матрицы квадратные и их элементы aij=bij=0 при i(j, aii>0, bii>0.

19. Найти ситуации равновесия в следующей игре: U=V=[0,1], g1(u,v)=–u2+5uv+v2, g2(u,v)=–(u–v)2–(v, где ( – вещественное число.

20. Найти ситуации равновесия в игре n лиц, в которой Ui=[0,1], 
[image: image106.wmf](
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, где p,q>0,ci>1 – вещественные числа.

21. Пусть U={(u1,…,um): ui(0, u1+…+un=A}, V={(v1,…,vm): vi(0, v1+…+vn=B} 
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[image: image109.wmf]2
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 ai, bi – неотрицательные числа. Исследуйте вопрос о существовании ситуаций равновесия в соответствующей игре двух лиц.

22. Пусть в игре n лиц Ui=[0,(), 
[image: image110.wmf]1
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 (считаем, что 0/0=0), где ai,bi – положительные константы. Найдите ситуации равновесия по Нэшу. 

23. Пусть U={(u1,…,um): ui(0, u1+…+un=A}, V={(v1,…,vm): vi(0, v1+…+vn=B}, 
[image: image111.wmf]1
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. Найдите ситуации равновесия по Нэшу (pi,qi,(i,(i – неотрицательные, A,B – положительные числа).

24. Пусть U={(u1,…,um): ui(0, u1+…+un=A}, V={(v1,…,vm): vi(0, v1+…+vn=B}, 
[image: image113.wmf]12
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 (,(i,(i – неотрицательные, pi,qi A,B – положительные числа). Найдите ситуации равновесия по Нэшу.

25. Пусть Ui=[0,ai], 
[image: image114.wmf]1

1

()

n

ij

j

j

i

n

j

j

ucu

gu

u

=

=

=

å

å

, где ci – положительные константы. Существуют ли в этой игре ситуации равновесия по Нэшу?

26. Пусть Ui=[0,(], 
[image: image115.wmf]1
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, где ci – положительные константы. Существуют ли в этой игре ситуации равновесия по Нэшу?

27. Пусть a,b,c – положительные константы, U=V=(0,(), g1(u,v)=u(a–bu+cv), g2(u,v)=v(a–bv+cu). Найдите ситуации равновесия по Нэшу.

28. Пусть в игре n лиц Ui=[0,(), gi(u)=uif(u1+…+un)–cui, где c – положительная константа, f – непрерывно дифференцируемая функция, монотонно убывающая на интервале (0,A), и равная 0 на интервале [A,() Докажите следующие утверждения:

· Если g(0)<c, то (0,…,0) ситуация равновесия по Нэшу.

· Если g(0)>c, и u* – ситуация равновесия по Нэшу, то 
[image: image116.wmf]1
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· Если g(0)>c, и u* – ситуация равновесия по Нэшу, то 
[image: image117.wmf]1
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· Если g(0)>c, и t** – решение задачи tg(t)–ct(max, то t*>t**.
29. Пусть в игре n лиц Ui={0,1}, 
[image: image118.wmf],1,0,\{},
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 где ai,bi – положительные константы. Найдите ситуации равновесия по Нэшу.

***

30. Найдите ситуации равновесия в смешанных стратегиях в следующих биматричных играх:

А) 
[image: image119.wmf](2,1)(1,2)
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Б) 
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Г) 
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Д) 
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31. Пусть в биматричной игре матрицы выигрышей квадратные, причем на диагоналях стоят положительные числа, а вне диагоналей – нули. Найдите все ситуации равновесия в смешанных стратегиях.

32. В игре трех лиц множество управлений любого игрока есть {0,1}. Если ровно один игрок i выбирает управление 1, то его выигрыш составляет 5, выигрыш игрока i+1 составляет 4, а выигрыш игрока i–1 равен 6 (операции сложения и вычитания производятся по модулю 3). В остальных случаях выигрыши всех игроков равны нулю. Найдите все ситуации равновесия в смешанных стратегиях.

33. Биматричую игру с матрицами размера m(k можно естественным образом отождествить с точкой 2mk-мерного пространства. Докажите, что множество точек, соответствующих играм, в которых есть только конечное множество ситуаций равновесия в смешанных стратегиях, открыто и всюду плотно в соответствующем пространстве.

34. Какие значения может иметь количество ситуаций равновесия в смешанных стратегиях в биматричной игре? Какие из этих значений типичны?

35. Тот же вопрос для игр трех лиц с конечными множествами стратегий.

***

36. Пусть в игре n лиц Ui=[0,1], 
[image: image124.wmf]1
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. При каком соотношении параметров (i и (i в игре существуют равновесия по Нэшу одновременно оптимальные по Парето.
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� Или наоборот, слишком глуп и ленив, чтобы разбираться в тонкостях теории.


� Это единственное изменение в регламенте. До изменений все участники торгов пользовались равными правами, такими как в новом регламенте остались у дилеров. Все остальные положения остались без изменения.


� То есть количество денег, потраченных брокером, деленное на количество купленных им бумаг.


� Здесь и далее с точностью до множеств меры ноль.


� Рубли еще не деноминированные, но сумма все равно весьма значительная.
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